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Abstract. Let (E) a homogeneous linear differential equation of 
order n Fuchsien over P 1 (C). The idea of Riemann (1857) was 
to obtain the properties of solutions of (E) by studying the local 
system. Thus, he obtained some properties of Gauss hypergeo- 
metric functions by studying the assocated rank 2 local system 
over P 1 (C) \ {3 points}. For example, he obtained the Kummer 
transformations of the hypergeometric functions without any cal- 
culation. The success of the Riemann's methods is due to the fact 
that the irreducible rank 2 local system over P 1 (C) \ {3 points} are 
"rigid". Levelt theorem, see [2] Theorem 1.2.3 proves this result. 
In this work, we propose a partial generalization of this theorem. 

RESUME: Soit (E) une equation differentielle lineaire ho- 
mogene Fuchsienne d'ordre n sur P 1 (C). L'idee de Riemann (1857) 
etait d'obtenir les proprietes des solutions de (E) et ce en etudiant 
le systeme local associe. Ainsi, il obtient certaine proprietes des 
fonctions hypergeometriques de Gauss, en etudiant le systeme lo- 
cale d'ordre 2 sur P 1 \ {3 points} associe. Par exemple, il retrouve 
les transformations de Kummer pour les fonctions hypergeometrique 
sans faire de calcul. La demarche de Riemann a aboutit car le 
systeme local irreductible associe est lineairement "rigide". Le 
theoreme de Levelt, voir [2] Theoreme 1.2.3, prouve ce resultat. 
Dans ce travail, on propose une presentation legrement differente 
et une generalisation partielle de ce theoreme. 



1. Introduction 

En langage classique, un module differentiel sur un corps differentiel 
(K, d) est un .fT-espace vectoriel M de dimension nnie sur K muni 
d'une application Vq : M — > M additive verifiant : 

feK,meM, Va(fm) = (df)m + /(V a m). 
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Le fait que la structure de module differentiel depend de la derivation 
de K conduit a des difficutes dans l'etude de certains problemes de 
passage du locale au globale, comme par exemple le cas du probleme 
de Riemann-Hilbert. On a, done, besoin d'un concept de module 
differentiel beaucoup plus generale, ne dependant pas de la parametrisation 
choisie. Le langage moderne, pour l'etude analytique du probleme de 
Riemann-Hilbert, utilise les concepts de fibre vectoriel et de systeme 
locale. 

1.1. Connection reguliere. Soit X une surface de Riemann connexe. 
On designe par Ox le shema des fonctions holomorphes sur X. Un fibre 
vectoriel M de rang m sur X est un shema de Ox — modules sur X 
localement isomorphe au shema O 1 ^ de C?x- m odules. On dit que M 
est un fibre trivial s'il est globalement (sur tout X) isomorphe a O^. II 
est connu que tout fibre vectoriel sur une surface de Riemann connexe 
non compact est trivial. On appelle connexion (reguliere) sur le fibre 
vectoriel M, tout morphisme de shemas de groupes 

V : M -> Q x ® M, 

verifiant pour tout ouvert U et tout / G O x (U), m G M(U) la relation 
de Leibniz : 

V(/m) = df <g>m + /V(m). 
Ainsi, si U est un ouvert et £ : U — > {c G C ; |c| < 1} est un iso- 
morphisme, alors Q X {U) s'identifie a O x (U)dt et M{U) a 0%{U). 
L' application 

V(U) : M(U) -> n x (U)dt ® M(U) 
est une connexion dans le sens classique. 

Soit X un ouvert connexe d'une surface de Riemann P, on suppose que 
l'infini n'appartient pas a X. La notion de connexion reguliere (M, V) 
sur X peut etre definie d'une maniere elementaire. On identifie le fibre 
vectoriel M avec O^, le shema des fonctions holomorphes avec Oxdz. 
Cependant V est determine par son action sur M(X), e'est a dire par 
V_d_ sur M(X). II existe, alors une matrice A a coefficients fonctions 

dz 

holomorphes sur X tel que (M, V) est completement determine sur X 
par ^ + A La connection reguliere (M, V) sur X est, alors, equivalente 
k(oi£ + A). 

1.2. Fibre vectoriel algebrique. Les fibres vectoriels sur une surface 
de Riemann ont ete classifies par Birkhoff et Grothendieck voir [7], [IT] . 
Pour tout entier n, on definit le fibre en droite 0^{n) de la maniere 
suivante: soit U = P\ {0} et = P\ {oo} , alors la restriction de 
Of{n) a Uq et Uoo est libre et engendree par eo et eoo verifiant sur 
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Uq PI Uoo la relation z n e = e^. Un resultat principal montre que tout 
fibre vectoriel sur la sphere de Riemann est isomorphe a une somme 
direct de la forme 

Pp(tii) © ... © O w (n r ), 

ou les rii sont des entiers naturels verifiant n\ > 712 > .. > ti^ . Lei suite 
(ni,n 2 , ..,n r ) determine le type du fibre M. 

D'un point de vue algebrique, en associant a la surface de Riemann 
P la droite projective complexe P 1 (C), on peut definir les notions de 
fibres vectoriels et connections (algebrique), les theoremes "GAGA" 
fournissent une equivalence entre les fibres vectoriels algebriques et 
analytiques. Soit X un ouvert propre, pour la topologie de Zariski, de 
la droite projective P (C). on designe par Ox son algebre affine (le 
shema des fonctions regulieres sur X). Soit M un fibre vectoriel de 
rang m sur P 1 . La restriction de M a X constitute un fibre libre, en 
particulier M(X) est un Ox-module libre de rang m. La Ox-algebre 
des operateurs differentiels sur X, qu'on note D = Dx, est engendree 
par une derivation d de Ox- On appelle D-module tout Ox-module 
libre de type fini V, qui est muni d'une action dy de d verifiant les 
proprietes suivantes: 

d v (u + v) = d v (u) + d v (v), 

dv(fu) = d(f)u + fdv(u), pour tout u, v dans V et tout / dans Ox- 
Dans une base B de V sur Ox, dy est represents par un operateur 
d + A(B), ou A(b) est une matrice carre a coefficients dans Ox- On note 
H*(V) le groupe de cohomologie du complexe de deRham algebique 
— > V — >• V — >• defini par 9(v). Le groupe H°(V) est forme des sec- 
tions horizontales (globales), tandis que H 1 ^) s'identifie au conoyau 
de d(y). Pour plus de details, ainsi que les demonstrations des deux 
lemmes suivants, voir [3] §.1. 

Soient V et V deux D-modules, on note V*, le D-module Hom(V, Ox), 
de sorte qu'un morphisme de V dans V est une section horizontale 
(globale) du D-module V © V*. Une extension de V par V est une 
suite exacte 

dans la categorie des D-modules, par abus de langage, on la notera en- 
core E. L'ensemble Extu(V, V ) des classes d'isomorphismes d'extensions 
de V par V est muni d'une structure de groupe, qui verifie: 

Lemme 1. (Coleman): Les groupes Ext D (V,V') et H\V' (g)V*) sont 
canoniquement isomorphe. 

Lorsque V' = Ox (muni de sa connexion canonique). On deduit 
du lemme precedent que Ext D (V,Ox) est canoniquement isomorphe 
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a H X (V*) qui a une structure d'espace vectoriel sur C (corps de base). 
Dans le lemme suivant h}(V*) designe la dimension de H l (V*) et 
h°(V*) la dimension de H°(V*) sur C, S est l'ensemble des points a 
l'infini de X, et Irr(V) la somme des irregularites aux differents points 
a l'infini de S. 

Lemme 2. Si V est un D -module de rang n. Alors: ^(V*) = (cardS— 
2)n + IrriV) + h°(V*). En particulier, si V est un module irreductible 
non isomorphe a Ox (resp. siV = Ox ), H existe exactement (cardS — 
2)n + IrriV) (resp. cardS — 1) extension de V par Ox lineairement 
independante sur C. 

1.3. D-Module. Soit M un element unitaire de D = O x [d], Taction 
de d sur le Ox -module D/DM, en fait un D -module qu'on note 
V(M). Les puissances positives ou nulles de d, constitue la base 
canonique de V(M). Le dual de V(M) est isomorphe a D/DM*, 
ou M* designe l'operateur adjoint de M. Les solutions de l'equation 
differentielle M(y) = s'identifient aux vecteurs horizontaux du D - 
module V(M*) = D/DM*. Par abus d'ecriture on notera de la meme 
maniere l'equation differentielle et l'operateur differentiel associe. 
Soit M = L'L un operateur decompose, ou V et L sont deux operateurs 
de D d'ordres strictement positif. II definit une extension: 

(1.1) E(L, L') : — > V(L') — ► V(M) — > V(L) — > 0. 

Le Ox-module libre de type fini V(M)/V(L') etant isomorphe a V(L). 
On choisit la section s du Ox-module V(L) vers V(M), qui envoie un 
element u de V(L) sur lui meme. En designant par B(L) et B(L') les 
bases canoniques respectives de V(L) et V(L'). L'ensemble {B(L')L, B(L)} 
constitue une base de V(M). Si L = a + aid + ... + a r d r + d r+1 et 
L' = b + bid + ... + b r 'd r ' + <9 r ' +1 , alors Taction de d sur V(L), est 
represents par la matrice: 



/ -a,, \ 

a 1 -ai 

A (L) = 

y 1 — a r J 
Taction de d sur V(L') est represents par la matrice, 



/0 



-&o \ 
-h 
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et Taction de d sur V(M) est alors represente par la matrice: 

" 




A(M) = 



\ 



(Al)) 



/ 



Soit S la matrice de s relativement aux bases respectives B(L) et 
{B(L')L, B(L)} de V(l) et V(m)- La matrice 5 est alors egale a ( 
ou I r designe la matrice identite d'ordre r. On a, par exemple, si 
M — (d — a)(d — (3), alors A (L) = ((3), A {u) = (a), A [M) = 1 ' ' 1 



(3 



et S 



Soit u un element de V(L). On note (u± : ...,u r ) ses composantes dans 
la base B(L). En posant 

*(M) = <9(M)S - 

le vecteur \I/( M )(m) est represente par : 

/ \ 



(M) 



M 



9, 



(M) 





Ml 



Ml 

"5(9(L)( )) 
U r 



\u r J 

( \ 







M 



V < / 



(°), 



( u r \ 




( ° ; ^ 

o oV. 

J / 



/ \ 





Ml 



\ M r / 







( u, \ 




+ A {u) 








^ M r / 



d'ou 



V / 

= (M r ,0,.,0). 
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L'application \P(m) est un Ox-morphisme de V(L) vers V(L') envoyant 
le dernier vecteur de B(L) vers le premier vecteur de B(L'). La classe 
de \P(Af) dans -f/^V^/) <g> Vn,*)) ne depend pas du choix de s, ni du 
representant de V(m) dans ExtD{V^,V^L'))- 

1.4. Monodromie. Soit 5 un sous-ensemble fini de C, pour a G S, 
soit A a G .M n (C), on suppose que J2aes = 0. On pose 

On considere le systeme differentiel lineaire : 

















1- 


\ Vn ) 




{ Vn J 





(A) 

Ce systeme est singulier regulier sur la droite projective complexe 
P 1 (C) = C U {oo}. II admet des solutions globales multiformes sur 
P 1 (C)\S'. L'ensemble de ces solutions constituent un C— espace vecto- 
riel V de dimension n. Soit zq G P 1 (C)\5', Taction du groupe fonda- 
mental 7Ti(P 1 (C)\5', ^o) sur V fournit la representaion 

p-.miF^C^S, z )^GL(V), 

appelee representation de monodromie du systeme (A). Du fait que le 
groupe 7Ti(P 1 (C)\S', Zo) est engendre par les classes de lacets (7 Q ) a e5? 
partant de zq puis faisant un tour, dans le sens direct, autour de a, dans 
un voisinage ne rencontrant pas if> \ {a} , verifiant la relation (moyen- 
nant un ordre convenable de S) : 

La representation p est determinee par la donnee d'un ensemble de 
matrices (M a ) a€S de GL n (C) verifiant 

(M) Y[ a&s M a = l 

La collection (M a ) ae s constitue un systeme locale (complexe) d'ordre n 
sur P 1 (C)\S', c'est a dire un shema d'espaces vectoriels complexe locale- 
ment isomorphe au shema constant C n . Inversement, soit (M a ) a s un 
ensemble fini de matrices de GL n (C) verifiant la relation n^es M a = 1. 
Le probleme de Riemann-Hilbert pour les systemes d'equations differentielles 
consiste a demander si cette collection de matrices peut etre obtenue 
de la meme maniere que precedemment, c'est a dire la representation 
de monodromie d'un systeme differentiel a pole simples en S du type 
(A). 

En 1913, Plemelj et Birkoff [6] realise la representation p comme representation 
de monodromie d'un systeme a singularites regulieres et obtiennent une 
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reponse positive en supposant que Fun des M a est diagonalisable. En 
1928 Lappo-Danileskii [T7] ecrit explicitement les solutions de (A) sous 
forme de serie de polylogarithmes, sa reponse est affirmative dans le 
cas ou les matrices M a sont suffisament proche de l'identite. Le point 
de vue moderne, initie par Rohrl [18], consiste a etudier les fibres holo- 
morphes muni d'une connexion sur une surface de Riemann X. Si S 
est un sous-ensemble fini non vide de P 1 (C) et X = P 1 (C)\S', alors 
le fibre est trivial, de sorte qu'une section s'identifie a une fonction 
holomorphe de X dans C n . II existe, alors, une application holomorphe 
A : X — > A4 n (C) telle que les sections horizontals du fibre correspon- 
dent aux solutions du systeme differentiel Y' = AY. Les sections hori- 
zontals multiformes constituent un espace vectoriel V de dimension n, 
sur lequel le groupe fondamental 7Ti(P 1 (C)\S') opere. La representation 
p : 7Ti(P 1 (C)\5') — > GL(V) est la representation de monodromie as- 
sociee au fibre muni de sa connexion. Le thereme d'existence des 
solutions des systemes d'equations differentielles fournit l'equivalence 
entre la categorie des fibres holomrphes sur X muni d'une connex- 
ion et la categorie des representations de Tii(X). En particulier, toute 
representation de 7r 1 (P 1 (C)\S') est la representation de monodromie 
de Y' = AY, ou A est holomorphe sur P 1 (C)\S'. Deligne [§] montre 
que toute representation de 7ri(P 1 (C)\S') est la representation de mon- 
odromie d'un systeme Y' = AY, meromorphe sur P X (C) et admettant 
des singularites regulieres aux points de S. Enfin, Dekkers [10] montre 
qu'on a une reponse positive au probPeme dans le cas n = 2. 
La situation est differente pour les equations differentielles lineaires 
scalaires. En effet, soit n G N>i et d\, .., CL n G C(^). On considere 
l'equation different ielle lineaire homogene d'ordre n suivante : 

(E) y {n) + a iy {n ~ l) + .... + a n . iy ' + a n y = 0. 

On dit que a G P 1 est une singularity reguliere de (E) si toute so- 
lutions de (E) est a croissance polynomiale au voisinage de a. II est 
connu (voir P3]), que a est une singularity reguliere de (E) si et seule- 
ment si il existe au moins un i G {1, .., n} tel que a soit un pole d'ordre 
i pour <2j. On dit que l'equation (E) est Fuchsienne si et seulement si 
toutes ses singularites sont regulieres. Un calcul simple montre qu'une 
equation different ielle lineaire homogene d'ordre n aynat s singularites 
regulieres dans P 1 , depend de n ["( s ~ 2 ) +s ] parametres complexes. En 
revanche, la representation de monodromie de 7r 1 (P 1 (C)\ {s points}) 
depend de n 2 (s — 2) + 1 parametres. Les deux quantites precedentes 
sont egales si et seulement si (n = 1 et s quelconque) ou (n = 2 et 
s = 3). Dans ces conditions on peut retrouver l'equation different ielle 
a partir de la representation de monodromie. Dans le cas general on 
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ne peut pas obtenir n'importe quelle representation de monodromie 
comme representation de monodromie d'une equation du type de (E). 
Ainsi, etant donne un sous-ensemble fini non vide S de P 1 et une col- 
lection (M a ) ae s de matrices de GL n (C) verifiant Hags M a = 1, il 
existe toujours une equation differentielle lineaire reguliere sur P X \E, 
ou E D S, et singuliere reguliere aux points de S, les elements eventuels 
de Y*\S sont des sigularites apparentes pour l'equation. 
L'idee de Riemann (1857) etait d'obtenir les proprietes des solutions 
d'une equation differentielle lineaire fuchsienne d'ordre n par l'etude 
du systeme local fournit par le prolongement analytique au voisinage 
des differentes singularites regulieres d'une base de solutions locale- 
ment holomorphe. Ainsi, il obtient certaine proprietes des fonctions 
hypergeometriques de Gauss, en etudiant le systeme locale d'ordre 2 
sur P*\ {3 points} qui leur est associe. II retrouve les transformations 
de Kummer pour les fonctions hypergeometrique sans faire de calcul. 
La demarche de Riemann a aboutit car le systeme local irreductible 
utilise est lineairement "rigide". 

On considere l'equation (E), soit E l'ensemble, non vide, de ses sin- 
gularites reguliere dans P X (C). On suppose que (E) est reguliere sur 
P 1 (C)\E. On suppose pour tout point singulier la difference de deux 
exposants n'est jamais entiere. Ce qui se traduit par le fait que les ma- 
trices de monodromie locale possedent des valeurs propres distinctes. 
La rigidite se traduit par le fait, que si on se donne une equation 
differentielle lineaire d'ordre n a coefficients dans C(z) reguliere sur 
P 1 (C)\E, ayant des singuliere reguliere sur E, on suppose que l'equation 
indicielle en tout points de E est la meme que celle associee a (E), alors 
la monodromie locale est isomorphe. 

On appelle groupe de monodromie, l'image par la representation de 
monodromie du groupe fondamental en un point base Zo G P 1 (C)\S'. 
A conjugaison pres, c'est un sous-groupe bien defini de GL n (C ). Le 
groupe de monodromie est un sous-groupe du groupe de Galois differentiel. 
Si les singularites de l'equation sont toute reguliere, l'adherence de 
Zariski du groupe de monodromie remplit le groupe de Galois differentiel. 
Soit K le corps des fonctions rationnelles sur X. On note Dx = K[d] 
l'anneau des operateurs differentiels a coefficients dans K. Pour les 
applications que nous avons prevue on prendra K = C(z). Tout D— 
module V definit, par extension des scalaires un Dx-module, qu'on 
notera Vk, ou encore V (s'il n'y a pas de risque de confusion). 
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2. Operateurs hypergeometriques 

Soient n un entier naturel superieur ou egal a 2 et a%, a n , (3 X , 
(3 n des nombres complexes. On pose 9 = z4-, a = (ai, ..,«„) et 
(3 = (/3 X , .., /3 n ). On appelle operateur hypergeometrique (generalise) 
d'ordre n et de parametres ai,..,a n , j3 n l'operateur : 

D(a,0) = {9 + (3 x - 1). ..(9 + (3 n -l)- z {9 + a 1 )...(9 + a n ). 

L'equation differentielle D(a, j3)u = est appelee equation hypergeometrique 
generalisee d'ordre n, elle est reguliere sur P 1 (C)\ {0, 1, oo}. Les points 
0, 1, oo etant des singularites regulieres pour l'equation. Les exposants 
locaux en ces points sont: 

1 — (3 l7 1 — (3 n en z = 0; «i, a n en z = oo et 0, 1, .., n — 2, 
- 1 + J2 3 jZi(^j ~ <*j) en z = 1. 

Si les nombres complexes ^ i sont distincts modulo Z. L'equation hy- 
pergeometrique possede n solutions en zero lineairements independantes 
donnees par: 

z^'nF^l+an-Pi, 1+^-/3^ l+Pi-Pi, .., 1+P n -Pi), 
pour i = 1, n. 

Le theoreme de Pochhammerr montre que l'equation hypergeometrique 
possede n — 1 solutions holomorphes lineairement independante au 
voisinage de z = 1. 

Les resultats suivants, qui existent, en partie dans [5], nous seront utiles 
pour la suite de ce paragraphe. 

Proposition 1. Pour tout 5 dans C on a: 

(9 + 5 - l)D(pti, ...,a n ;/5 1; ...,P n ) = D(a u a n , 5; p lt P n , 5) 
et 

D(a u a n ; P v P n )(9 + 5) = D(a u a n , 5; p lt /3 n , 5 + 1). 

Preuve. II suffit de remarquer que pour tout S dans C on a: (0 + 5 — 
l)z = z{9 + 5). ' ' □ 

Corollaire 1. On a: 

D(a 1 ,...,a n ;P 1 ,...,p n )(9 + a j - 1) 
= (9 + ocj - l)D(ai,...,aj - 1, a n ; p x% p n ), 

et 

D(a 1 ,...,a n ;P 1 ,...,P n )(6 + P j ) 
= (9 + P j - l)D(a u a n ; p j + 1, /3 n ). 
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L'operateur D(a, 0) est dit reductible dans l'anneau C(,z)[#], s'il peut 
s'ecrire comme produit de deux operateurs de l'anneau C(z)[0] d'ordre 
strictement positif. Soient D x et D 2 deux operateurs differentials de 
C(z) [9] d'ordre strictement positif, soit K une extension de Picard- 
Vessiot de C(z) contenant les extensions de Picard-Vessiot correspon- 
dantes aux equations differentielles D\(u) = et D 2 (u) = 0, on designe 
par G le groupe de Galois differentiel de K. On dira que les operateurs 
Di et D 2 sont rationnellement equivalents si les espaces des solutions 
respectifs sont des G-modules isomorphes, ou encore, s'ils existent deux 
operateurs, D 3 dans C(z)[6>] sans facteur commun a droite avec D 1 , et 
D4 dans C(2r)[6 l ] tels que: D 2 D 3 = DiJD\. Autrment dit, l'operateur D 3 
realise un isomorphisme entre les espaces des solutions des equations 
D^u) = et D 2 (u) = 0. 

Poursuivant 11.11 soit L un operateur d'ordre strictement positif de 

C(z)[6 l ], on suppose qu'il s'ecrit sous la forme L = Yli=i Li, ou les 

Li sont des operateurs d'ordre strictement positifs irreductibles. Alors, 

on obtient une suite de Jordan- Holder de module differentielle sur C(z), 

telle que chaque facteur est equivalent au module differentielle associee 

a Li. Ainsi, si pour tout i on a Li est equivalent a L[, alors, L est 

equivalent a L' = Yli=i L\. L'une des difficultes dans la decomposition 

d'un operateur, voir ??, ??, reside dans le fait que si l'un des operateurs 

Li est reductible, alors on ne peut plus continuer le processus de decomposition 

a equivalence pres sans consideration de tout l'operateur. On a, par 

exemple, 

D(0, 0,-2; 1,1,-1) = 6 2 (6 -2) - z.6 2 (6 -2) 

= (l-z).[9(9-2)].e. 

L'operateur 9(9 — 2) est equivalent a {9 — l).{9 — 2), en revanche, 
D(0, 0, -2; 1, 1, -1) = (1 - z). [9(9 - 2)} .9 n'est pas equivalent a 9(9 - 
l)(9-2). 

Les differentes decompositions d'un operateur hypergeometrique reductibles, 
fournissent des informations pour le calcul de son groupe de Galois 
differentiel. On a, par exemple, si l'operateur hypergeometrique L 
s'ecrit 

L = Y[ l (9 + a i )L L Y[ 3 (9 + (3 J ), 

oil Li est Lie-irreductible. Le groupe de Galois differentiel peut-etre 
calcule par des extensions succesives de groupes, voir ?? p. 301, elle 
montre que sous certaine conditions ces groupes sont independants de la 
decomposition de l'operateur L et que le groupe H u = Galdiff(E L /EpE LL Eo) 1 
ou P = Y\i(9 + Q = Ylji® + Em est une extension de Picard- 
Vessiot attachee a M et E p E Ll Eq est un compositum des extensions 
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de Picard-Vessiot, est aussi "gros" que possible. Par exemple, si L 
(d'ordre n) est equivalent a un produit du type {6 + a){6 + a')L L , alors 
H u est isomorphe a C 2(n ~ 2 ). 

Proposition 2. Pour tout entier s dans 7L, D{a\ + s, .., a n + s; f3 1 + 

s, .., P n + s) est rationnellement equivalentsles a D(a,\, .., a n ; /3 1} .., P n ). 

Preuve. Soit s G Z, on a : 

D(ai,. ..,a n ;/3 1 ,...,/5 n )2; s 
= z s D(a 1 + s, a n + s; + s, /3 n + s) 

Du fait que z s est sans facteur en commun a droite avec D(ai + 
s, a n + s; /3 X + s, ...,/?„ + s), on obtient le resultat. □ 

Proposition 3. L'operateur D(a%, a n ; Pi,..., P n ) est reductible si 
et seulement s'il existe au moins i et j dans {1, 2, n} tels que 
ojj — Pj est un entier relatif. 

Preuve. Ce resultat est demontre dans [2], corollaire 1.2.2, on ne reprend 
que la demonstration de la condition sufnsante. On considere les en- 
sembles 

Po = {{hi) tel que P j - a { E Z >0 } 

et 

Pi = {(i,j) tel que Pj - a, G Z <0 }. 

Si P U Pi ={0}, il existe alors au moins i et j dans {1, n} tel que 
Pj = a%. Moyennant une permutation on peut supposer que P n = a n . 
De la proposition 1, on deduit l'egalite 

D(a,P) = (0 + a n - l)D(ai, a n _i; ...,/3 n _ 1 ). 

Si P t^{0}, on pose 

n = Inf^ePviPj - a*}. 

On peut supposer que P n — a n = n , on ecrit P n = a n + 1 + n — 1. 
Si n = 1, l'operateur D(a, P) est reductible par la proposition 1. Si 
77, > 2, comme P n — a» > 77 pour tout i, alors ct n + 1 — ctj ^ { 0, 

— 1, , 2 — n }. Du lemme 3, on deduit que D(a.\, a n ; P x , 

a n + 1 + 77 — 1) est rationnellement equivalent a D(ai, a n ; P x , 
a n + 1) qui est reductible. 
Si P 1 ^{0}. On pose 

m = sup^fieP^Pj - a>i}. 
Un raisonnement analogue au precedent conduit a la conclusion. □ 
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Corollaire 2. Soit a, b, c £ C. Alors I'operateur hypergeometrique 

z(z - 1)(-^-) 2 + [( a + b+l)z-c]^- + ab 

dz dz 

est reductible dans C (z) [^] sz e£ settlement si a oub ou a — c oub — c 
est un entier relatif. 



Proof. On pose 9 = z-£. On a : 

2 



dz J dz' 



ce qui entraine 



z(z-l)(-^-) 2 + [(a + b+l)z-c]^- + ab\ = 9 (9 + c - 1) - z (9 + a) (9 + b) 
dz dz J 

= D(a,b;l,c), 

on applique, alors, la proposition precedente pour conclure. □ 

Proposition 4. Tout operateur de C(z)[9] rationnellement equivalent 
a un operateur reductible est reductibles dans C(z)[0]. 

Preuve. Soient Di et D 2 deux operateurs de C(,z)[0], de meme ordre 
strictement positif. On designe par V i: i — 1, 2, l'espace des solu- 
tions, dans une extension de Picard-Vesiot convenable, de l'equation 
differentielle DiU = 0. Soit G son groupe de Galois differetiel, alors 
I'operateur D\ est reductible si et seulement si il existe un C-espace vec- 
toriel non trivial G-invariant strictement inclu dans V\. Alors l'image, 
par l'equivalence rationnelle, de ce sous-espace, est un sous-espace G- 
invariant de V2, ce qui prouve que D 2 est reductible. □ 



Soit n un entier naturel superieur ou egal a 2, oti, .., ot n , .., (3 n des 
nombres complexes verifiant l'ensemble \ oti — (3j £ Z} est non 

vide. On se propose de donner quelques proprietes de I'operateur hy- 
pergeometrique D (aii, at n ; f3 ± , ...,/3 n ). Soit E — { G {1, .., n} 2 \ oti ~ flj £ ^} , 
E est non vide. On pose E = E UE + UE^ ,ouE = { (i, j) G E | a* — (3 1 ■ } , 
= £ E \ cui — (3j £ Z >0 } et E_ = £ E \ an - fij £ Z <0 }. 

On pose t = Inf( iJ)eE _ {/3j - «;} et s = Sup^ iJ)eE+ {(3 j - c^} On or- 
donne l'ensemble (a±, .., a n ; /3 1 , .., /3 n ) de la maniere suivante : 
On commence par representer les oti tels que £ E , ordonne par 
TZe(a i ) ) puis les a, tels que £ E_ et ^ E , ordonnes selon la 
croissance des ft j — oti, puis les oti tels que £ E + et £ E UE_ 
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ordonne par la decroissance des a,— /? • et enfin les a, tels que (i, j) ^ i?. 
Ainsi, on ecrit : 

D («!, .., a n ; .., /3J = £>(«* 

verifiant : 

"11 = Oil 2 = ••• = "1 ri = /?l 1 = Pi 2 = •■• = ^1 5i 



"io 1 — "io 2 — ••• — "io r io — Pj 1 — Pj 2 
Oil 1 + 1 = ... = n +t = P h i = P h 2 = • 



Ainsi, voir ?? p. 317, s'il existe (exactement) s indices distincts ii, .., 
i s et (exactement) s indices distincts ji, .., j s tels que 

ke{l,..,s}, a ik -p jk eZ> 

et 

<Xil—Pjl = I n f(i,j)€E UE + (ai - Pj) 

t G {2, .., s} , a k - P h = Inf {iJ)eEoUE+ (aii - P 5 ) 

i^{ii,--,i*-i} 

alors il existe s nombres a' k tels que a' k — Pj k G Z et l'operateur 
D (ai, .., a n ; /3 1; .., P n ) est equivalent a 

n i6{ i,.., s} (^ + (4- l)^({ai}^ {ilj „ >i<} ; {Pi} mh ,.., js} )- 

En revanche, on a le resultat classique suivant, voir [5] corollaire 2.6, 
est une consequence du lemme precedent. 

Proposition 5. Si /?• — a, ^ Z poitr font indice i et j dans {1, 
n}, alors l'operateur D(ai, a n ; Pi, P n ) est rationnellement 
equivalents a D(a>i + t%, a n + t n ; (3 X + s\, P n + s n ), ou ti, .., t n , 
Si, s n , sont des entiers relatifs quelconques. 

3. RlGIDITE (VOIR [16], 0) 

Soit n G N>i et a 1; .., a n G C(z). On considere l'equation differentielle 
lineaire homogene d'ordre n sur P 1 (C) suivante : 

(E) y {n) + aiy( n -V + .... + a n _ l2 / + a n y = 0. 

On designe par S = {tuj, .., tu s } l'ensemble, non vide, de ses sin- 
gularity (dans P 1 (C)) qu'on suppose toutes regulieres. On fixe un 
point base zq G P 1 (C)\S' et on designe par G le groupe fondamental 
7Ti(P 1 (C)\S', zq). Alors G est un groupe libre engendre par les classes 
d'homotopies de lacets r y i partant de z , faisant un tour dans le sens 



Pjo s jo 



Pjl Sj 
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direct de Wi, dans un voisinage ne contenant aucun wj, j ^ i, puis 
revenant a z , tels que 

rii 6 {i,.., S }7< = i- 

Du fait que z est un point regulier pour 1' equation (E), les conditions 
de cauchy sont satisfaites, par consequent, il existe n solutions (locales) 
de (E) holomorphes au voisinage de Zq, lineairement independante 
sur C. Soit V le C— espace vectoriel constitue par ces solutions. La 
representation 

M (E) : Tr^QVS', z )^GL(V), 

est appelee representation de monodromie de (E). Pour i G {l,..,s}, 
on pose Mi = M (B) (7 i ). Mors, M, G GL n (C) et 

n ie{w} M * = / - 

Les matrices Mj sont appeles matrice de monodromie (locale), elles con- 
stituent un systeme locale (complexe) d'ordre n sur P 1 (C)\S'. Le groupe 
engendre par les matrices Mj est appele "groupe de monodromie" de 
(E), lie a la base de de solutions locales en z . 

Question : Si on change la base de solution locale, alors le noiveau 
groupe de monodromie est-il isomorphe a l'ancien? En d'autres termes 
: Le systeme locale definie par les Mi est-il "lineairement rigide"? 
Soient r e N>2 et gi, g2, g r des elements de GL n (C) verifiant 

gi.g 2 ----g r = Id n 

On dit que le r-uplet {g±, g 2 , g r } est lineairement rigide, si pour 
tout conjugues g\, g 2 , g r de gx, g 2 , g r dans GL n (C ) verifiant: 

gih--9r = Id n , 

il existe u dans GL n (C ) tel que c/i = ugiU~ l pour i — 1, 2, ...r. A titre 
d'exemple, le couple (g, g~ r ), g G GL n (C), est lineairement rigide. 
Le groupe < gi, .., g r > est irreductible si et seulement il agit irreductiblement 
sur C n . Katz [16] theoreme 1.1.2, a crasterise les formes normales 
de Jordan des systemes locaux irreductibles lineairement rigides. Le 
theoreme de Levelt, [2] theoreme 1.2.3, montre que le systeme local 
associe a une equation hypergeometrique irreductible est lineairement 
rigide. Le but de ce paragraphe est de generaliser en partie le theoreme 
de Levelt. 



Dfinition 1. On dit que h G GL(n,C) est une pseudo-reflection si le 
rang de (h — Id n ) est egal a 1. 
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Lemme 3. Soit n,p G N> 2 et A 1 , A 2 , A p G GL n (C) tels que pour 
tout i, j G {1,2, . « < j, on ait AiAj 1 est une pseudo-reflection. 
Alors Ai, A 2 , A p possedent (n — 1) lignes ou colonnes communes. 

Proof. On fera une demonstration pour p = 3, le cas general etant 
similaire. On suppose que n > 3. 

On pose W 1 = ker(Ai - A 2 ) et W 2 = ker(A 2 - A 3 ). Du fait que A X A 2 1 
et A 2 A 3 l sont des pseudo-reflections, on deduit que W\ et W2 sont des 
sous-espaces vectoriels de C n de dimension n — 1. Si Wi = W2, on 
choisit une base de W\ qu'on complete, par un vecteur, en une base de 
l'espace total. Relativement a cette base les matrices Ai, A 2 et A 3 ont 
les meme (n — 1) premiere colonnes. 

On suppose que W 1 7^ W 2 . Du fait que n > 3, l'espace vectoriel WiDW 2 
est de dimension n — 2. Soit {ei, e„_ 2 } une base de l'espace Wi(~)W 2 . 

* Si A\A 2 X est une reflection, il existe, alors, e n tel que (^4i — A 2 )(e n ) = 
ve n , avec v 7^ 0. On choisit e n _i dans W^i de sorte que {ei, e n _i} 
soit une base de W^. Le systeme e = {ei,...,e n } constitue, alors, une 
base de C n . Pour i G {1, 2, 3} , j G {1, 2, .., n} , On designe par Ajj, la 
j — erne colonne, par rapport a la base e, de la matrice Ai. Du fait que 
rang(A 1 — A 3 ) = rang(A 2 — A 3 ) = 1 et W\ 7^ W 2 , ils existent A et f3 
non nuls dans C tels que 

^-l,n-l _ ^3,n-l = A(Ai jn — A 3jn ) 

et 

A 2) n-\ — ^3,n-l = P(A 2tn — ^3^). 

On a, par hypothese Ai in _i = A 2j „_i et Aie n = A 2 e n + z/e„. En rem- 
placant ces relations dans les egaltes precedentes, on obtient, par abus 
d' ecriture, 

K A 2,n + ve n - A^ n ) = p(A 2 , a - A 3jTl ). 
Par consequent, il existe au moin a G C, a 7^ tel que 

A 2 , n - M,n = «e n , 

ce qui entraine 

et prouve que les (n — 1) premieres ligne des matrices Ai, A 2 et A 3 
sont identiques. 

* Si AiA^ 1 est idempotente (n'admet que 1 comme valeur propre), 
alors, l'image de A\ — A 2 est contenue dans son noyau W\. Soit w un 
generateur de Im (A\ — A 2 ) , il existe, alors, un vecteur e n dans C n tel 
que (Ai — A 2 ) e n = w. Si w G W\ fl W 2 , on pose ei = w de sorte que 
{ei, e n _ 2 } soit une base de l'espace Wi(lW 2 . On choisit e n _i dans W 7 ! 
tel que {e±, e„_i} soit une base de W^. Le systeme e = {ei,...,e„} 
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constitue, alors, une base de C n . Si w £ Wx fl W 2 , on pose e n _i = w. 
Ainsi, il existe un unique indice m G {1, n — 1} , tel que w = e m . Dans 
ces conditions, les (n — 1) premiere colonnes de Ax — A 2 sont nulles et 
la derniere colonne est egale a e m . Les (n — 2) premieres colonnes de 
A\ — A 3 et de A 2 — A 3 sont nulles. En ecrivant que A\ — A 3 et A 2 — A 3 
sont de rang 1, on obtient que toutes les composantes de leurs deux 
dernieres colonnes, sauf la m — ieme ligne sont nulles. Par consequent, 
a l'exeption de la m — ieme ligne, toutes les lignes de Ax, A 2 et A 3 sont 
identiques. 

Si n = 2 et W\ 7^ W 2 . On refait le meme raisonnement en remplacant 
Wx H W 2 par {0} . □ 

Les deux resultats suivants modifient l'enonce et generalisent, en partie, 
le theoreme 1.2.1 de [2]. 

Thorme 1. Soit n,p G N> 2 et Ax, A 2 , A p G M n (C) ayani (n - 1) 
colonnes (ou lignes) communes et une valeur propre en commun. Alors 
ces matrices stabilisent au moins une droite ou un hyperplan de C™. 

Proof. On remarque qu'un systeme de matrices stabilisent un meme hy- 
perplan si et seulement si leurs transposees, comme endomorphisme de 
l'espace dual, stabilisent une meme droite, autrement dit ils possedent 
un vecteur propre en commun. Sans perte de generalites, on pourra 
supposer que les (n—1) premieres lignes des matrices A\ sont identiques. 
Si A designe la valeur propre commune, alors les matrices Ax — XI n , 
A 2 — XI n , A p — \I n ont les meme (n — 1) premieres lignes et sont de 
rang inferieur ou egal a n — 1 : 

- Si les (n—1) premieres lignes de ces dernieres matrices sont lineairement 
independantes, alors la derniere ligne de chacune de ces matrices sera 
combinaison lineaire des precedentes. Soit v un vecteur non nul orthog- 
onal a ces (n — 1) premiere lignes. Alors v est orthogonal a la derniere 
ligne de chacune de ces matrices. Ainsi, v est un vecteur propre com- 
mun, de valeur propre A, des matrices Ax, .., A p . 

- Si les (n — 1) premieres lignes de ces matrices sont lineairement 
dependantes. Alors leurs transposees ont (n — 1) colonnes communes 
lineairement dependantes. Soit cx, c 2 , c n _i les coefficients d'une 
relation de dependance lineaire, non triviale, entre ces colonnes. Alors, 
le vecteur v = (cx, c 2 , c„_i, 0) est un vecteur propre commun de 
toutes les matrices Aj , .., Ap" de valeur propre A. Par consequent, les 
matrices Ax, .., A p stabilisent simultanement un hyperplan. 

Si les matrices Ax, .., A p possedent (n — 1) colonnes communes, leus 
transposees possedent, alors, (n — 1) lignes communes et le raison- 
nement precedent conduit a la conclusion. □ 
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Thorme 2. Soit n,p e N> 2 , A u A 2 , A p G M„(C) ayant (n - 1) 
lignes (ou colonnes) communes et stabilisent un meme sous-espace non 
trivial de C n . Alors, Cf i=1 specAi ^ 0. 

Proof. On peut supposer que, relativement a une certaine base B = 
{ex, .., e n } de C n , les matrices A\, A p ont les meme (n—1) premieres 
colonnes. On designe par E le sous-espace de C™ engendre par {ei, .., e„_i} 
Soit W un sous-espace vectoriel non trivial de C n stable sous Taction 
des Ai. On suppose que W C E et que dime = r G {1, ..,n — 1} . 
Soit {wi,..,w r } une base de W 7 , qu'on complete de sorte que B' = 
{wi, .., w n } soit une base de C n . Du fait que Aiej = A k ej, pour i, k e 
{1, ..,£>} et j G {1, .., n — 1} , on deduit que 

AiWj = AkWj, pour i,k G {1, et j G {1, .., r} , 

ce qui prouve, compte tenue de la stabilite de W, que relativement a 
la base B' les matrices Ai sont de la forme 

a I A( r ,r) *(r,n— r) 

\ O *(n—r,n—r) 

ou A( rir ) est une matrice d'ordre r commune a tous les Ai, *( r , n -r) 
(resp. *(„_ rjn _ r )) est un element de M( rin _ r )(C) (resp. M( n _ r n _ r )(C)). 
Par consequent, le polynome det(Afa r ) — XI r ) divise tous les polynomes 
caracteristiques de tous les Aj. Les racines complexes de det(Afa r ) — 
XI r ) sont dans ff i=l specAi. 

On suppose que W ^ E, il existe, alors, une base {/ n _ p+ i, .., f n } de 
et un systeme libre {g x , ..,g n - p } de E tel que {#i, .., # n _ p , / n _ p+ i, .., /„} 
soit une base de C n . Relativement a cette base les matrices Ai sont de 
la forme 



*(p,p) 

ou Afa >n _ p ) est une matrice ayant n lignes et (n—p) colonnes commune 
a tous les A\ et *( PiP ) est une matrice d'ordre p. Ainsi, on deduit que 
les Ai possedent au moin une valeur propre commune. □ 

Corollaire 3 (Beukers Theoreme 1.2.1). Soit H un sous-groupe de 
GL n (C) engendre par deux matrices A et B verifiant AB" 1 est une 
pseudo-reflection. Alors, H est lineairement irreductible si et seule- 
ment si, les spectres de A et de B sont disjoints. 

Proof. Le lemme[3]pour p — 2, montre que A et B possedent (n — 1) 
lignes ou colonnes communes. Les theoremes [1] et [2] permettent de 
conclure. □ 

Le resultat suivant modifie legerement et generalise, en partie, le theoreme 
de Levelt au cas p > 2 (voir [2] theoreme 1.2.3). 



Aj, — ( Afa^ n _ p ) 
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Thorme 3. Soit n,p G N>2 et oti = {a^x, ai, n } C C*, 1 < i < p, 
verifiant nf =1 a;j = 0. Alors il existe Ax, A2, A p dans GL n (C) ayant 
(n— 1) colonnes en commun, unique a conjuguaison pres par un meme 
isomorphisme, verifiant, pour tout i, specAi = a^. 

Proof. Existence : 

Pour tout (i, j) G {1, ..,p} x {1, ..,n} , on definit A it j par 

TYj=i( x ~ «m) =X n + Y2=o Ai, n - k X k , 
du fait que les aty sont non nuls, les matrices definient par 

/ -Ai. 
Ai = 1 

\ 1 —A i> 

sont dans GL(n, C) de polynome caracteristique 

det(X/ n -A) = X n + J2 n k Z 1 A l ^ k X k 

ce qui prouve l'existence. 
Unicite : 

Soit Ai, A2, A p G GL(n,C) ayant (n — 1) colonnes en commu. On 
pourra supposer que les (n — 1) premere colonnes des matrices A4 sont 
identiques. Soit {ei, .., e n } une base de C n par rapport a laquelle on a, 
pour i,j G {1, ..,p}, k G {1, ..,n - 1} : 

= Aje^- 

On designe par le sous-espace vectoriel de C" engendre par {ei, .., e n _i} . 
On a : 

dim c (iy n A x w n ... n A?- 2 iy) > 1. 

On suppose que la dimension de W PI AiVT fl ... H A™~ 2 W est superieur 
ou egal a 2. Par consequent, on a 

dim c (W n A X W n ... n A^W) > 1. 

D'ou, le sous-espace W n AiW n ... n A^W de C n est non triv- 
ial et stable sous Taction de tous les Aj. Le theoreme [2] montre que 
ff i=1 specAi 7^ ce qui est absurde. Ainsi, 

dim c (iy n AiW n ... n A\- 2 w) = 1, 

il existe, alors, un vecteur v dans tel que le systeme {v, A±v, .., A^ 2 v } 
constitue une base de W 7 , qu'on complete par un vecteur en une base 
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de l'espace total C n . Relativement a cette derniere les matrices A { sont 
de la forme 

/ -A hn \ 
Ai = 1 . , 

\00 1 -Ai A J 

ou les Aij sont determines par le spectre {a^i, ccj in } de Ai de la 
maniere suivante : 

ce qui termine la preuve. □ 



References 

Beauville, A., "Monodromie des systemes difFerentiels lineaires a poles simples 
sur la sphere de Riemann", Seminaire N. Bourbaki, 1992-1993, exp. n° 765, 
103-119, (1993). 

Beukers, F., "hypergeometric functions in one variable", manuscrit, 14 Avril 
2006. 

Bertrand, D., "Extensions de D-modules et groupes de Galois difFerentiels", 
Springer L.N.1454, 1990, 125-141. 

Bertrand, D., "Unipotent radicals of differential Galois groups", institut de 
mathematiques de jussieu, prepublication 239, Fevrier 2000. 
Beukers, F.; Hcckman, G., "Monodromy for the hypergeometric function 
„F„_i"; Invcnt.math. 95, 325-354 (1989). 

Birkhoff, G., "The generalized Hilbert problem for linear differential equations 
and the allied problem for linear difference and q-difference equations", Proc, 
Amcr , Acad. 49, 521-568, (1913). 

Birkhoff, G., "Collected Mathematical Papers", volume 1. Dover Publications, 
New York, 1968. 

Boussel, K., "Operateurs hypergeomctriqucs reductibles: decomposition et 
groupes de Galois differetiels" , Ann. Fac. Sc. Toulouse, 5, 299-362, 1996. 
Deligne, P., "Equations differentielles a points singuliers reguliers, Lecture 
Notes in Math. 163, Sprigcr-Verlag, Bcrlin-Heidelberg-New York (1970) 
Dekkers, W., "The matrix of a connection having regular singulaities on a 
vector bundle of rank 2 on P^C)", Lecture Notes in Math., 712, 33-43, , 
Springer- Verlag, Berlin-Hcidelberg-New York, (1979). 

Grothendieck, A, "Sur la classi cation des fibres holomorphes sur la sphere de 
Riemann",. Amer. J. Math., 79:121{138, 1957. 

Hillc,E., "Ordinary Differential Equations In The Complex Plane", Pure & 
Applied Mathematics, A Wiley- Interscience Series Of Texts, Monographs & 
Tracts. 

Ince, E. L., "Ordinary Differential Equations", Dover Publications, New York, 
1956. 

Katz, N. M., "On the calculation of some differential Galois groups", Invent. 
Math., 87, pp 13-61, 1987. 

Katz, N. M., "Exponential sums and differential equations", Princeton Uni- 
versity Press, 1991. 



20 



LOTFI SAIDANE 



[16] Katz, N. M., "Rigid Local Systems" , Annals of Math. Studies 139, Princeton 
1996. 

[17] Lappo-Danilevskii, I., "Memoire sur la theorie des systemes des equations 

differentielles lineaires", Chelsea, New York (1953). 
[18] Rohrl, H., "Das Riemann-Hilbertsche Problem der Theorie der linearen Dif- 

fercntialgleichungen. Math. Annalen 133, 1-25, (1957) 
[19] Van der Put, M., "reduction modulo p of differential equations", indag. 

Mathem.,N.S.,7 (3),367-387. 
[20] Van der Put, M., Singer, S., "Galois theory of linear differential equations", 

Springer- Verlag Gmbh, janvier 2003 
[21] Varadarajan, V. S.," Meromorphic differential equations", Expo. Math. 9 

(1991), 97-188. 



Lotfi Saidane, Departement de Mathematiques, Faculte des sciences 
de Tunis, Campus Universitaire, 1060 Tunis, Tunisie. 
E-mail address: lotfi.saidane@fst.rnu.tn 



